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WYTRZYMAŁOŚĆ		MATERIAŁÓW
Mechanika	ciał,	które	odkształcają	się	pod	wpływem	przyłożonych	obciążeń



WYTRZYMAŁOŚĆ		MATERIAŁÓW

WIADOMOŚCI	WSTĘPNE



ODKSZTAŁCENIA:
- Sprężyste
- Plastyczne

ELEMENTY			KONSTRUKCYJNE:	
(w	schemacie	obliczeniowym)

pręty

bryły

płyty
SCHEMAT	OBLICZENIOWY

idealizacja	(uproszczenie)	
rzeczywistego	problemu



ZASADA	ZESZTYWNIENIA

P

Pschemat	obliczeniowy

układ	rzeczywisty

SCHEMAT	OBLICZENIOWY

idealizacja	(uproszczenie)	
rzeczywistego	problemu



PRAWO	HOOKE’a
ob

ci
ąż
en

ie

odkształcenie

ZASADA	SUPERPOZYCJI

P1

P2

P2

P1

f2

f1

f

f	=	f1 +	f2



ZASADA DE SAINT-VENANTA

P

1,5	d

s =	P/F	

SCHEMAT	OBLICZENIOWY

idealizacja	(uproszczenie)	
rzeczywistego	problemu



ale	o	wytrzymałości
decydują	
siły	wewnętrzne	
i	naprężenia

R1=P R2=P R3=P

P

P

P

Układy	
są	statycznie	
równoważne

(R1=R2=R3)

s1 =	P/A	

s2 =	P/A	

s3 =	0	

s4 =	P/A1

A	

A1

A	

s1 = s2 ≠ s3	 ≠ s4

A1	>	A	



RODZAJE	OBCIĄŻEŃ
ob

ci
ąż
en

ie

t

statyczne udarowe zmienne

t t

ob
ci
ąż
en

ie

ob
ci
ąż
en

ie



WYTRZYMAŁOŚĆ	MATERIAŁÓW =	mechanika	ciał	odkształcalnych

Analiza	odkształceń	

P

P

PR

R N

Wyznaczanie	sił	wewnętrznych	(naprężeń)

Obliczanie	układów	statycznie	niewyznaczalnych

P R2R1

P R2

Dl

Dl

P	– siła	czynna
R	– siła	bierna	(reakcja)
N	– siła	wewnętrzna
s =	N/A		(naprężenie)

siły	zewnętrzne

A



Analiza	odkształceń	

PDl



WYTRZYMAŁOŚĆ	MATERIAŁÓW =	mechanika	ciał	odkształcalnych

Obliczanie	układów	statycznie	niewyznaczalnych

PR1

P R2

Dl

R2



WYTRZYMAŁOŚĆ	MATERIAŁÓW =	mechanika	ciał	odkształcalnych

Wyznaczanie	sił	wewnętrznych	(naprężeń)

P – siła	czynna

R – siła	bierna	
(reakcja)

N – siła	wewnętrzna

s =	N/A (naprężenie)

siły	
zewnętrzne

P

PR

R N

A



KRYTERIA	OCENY	KONSTRUKCJI

- wytrzymałość		(naprężenia)
- sztywność	(odkształcenia)
- stateczność	
- koszty	

stateczność

koszty sztywność	(odkształcenia)

wytrzymałość	(naprężenia)



PROSTE
PRZYPADKI
OBCIĄŻENIA

ROZCIĄGANIE
(ŚCISKANIE)

SKRĘCANIE

ZGINANIE

ZGINANIE

ŚCINANIE



WYTRZYMAŁOŚĆ		MATERIAŁÓW

ROZCIĄGANIE	I	ŚCISKANIE





Re

RH

Rsp

𝜎 = $
%&

[Pa]

𝜀 =
Δ𝑙
𝑙*

Re

tan 𝛼 = 𝐸 [Pa]

Rm

	 𝛼	

Dl =	
$1
2%

e =	
s
2

e =	D l
1

s =	$
%

Prawo	Hooke’a
Ru



Re

RH

Rsp

𝜎 = $
%&

[Pa]

𝜀 =
Δ𝑙
𝑙*

Re

Rm

Dl =	
$1
2%

e =	
s
2

e =	D l
1

s =	$
%

Prawo	Hooke’a
Ru

rejon	
sprężysty

rejon	
płynięcia

rejon	
umocnienia

rejon	
przewężenia



Rm

Rc

𝜎 = $
%&

[Pa]

𝜀 =
Δ𝑙
𝑙*

tan 𝛼 = 𝐸 [Pa]

	 𝛼	

Dl =	
$1
2%

e =	
s
2

e =	D l
1

s =	$
%



s  ≤ sdop =  snieb / n

n ≥ 1

snieb=  Re , Rm ,  Rc

Współczynnik	bezpieczeństwa			n:	



Stal	konstrukcyjna	St3:		Rm=380	– 470,			Re=220

Stal	sprężynowa	45	S:				Rm=1200,												Re=1000

Żeliwo	Zl 150:																		Rm=150

Aluminium:																						Rm=1000											
[MPa]

Guma:												E	=	0,01	– 0,1
Stal:																E	=	190	– 210
Aluminium	:		E	=	70

[GPa]



P

P

P

P

𝜎 =
𝑃
𝐴 ≤ 	𝜎678

𝜎 =
𝑃
𝐴 ≤ 	𝜎678

?



Obliczanie	układów	statycznie	niewyznaczalnych

P	=	R1	+	R2

równanie	odkształceń

P R2=??=R1

P R2

Dl

P

l
l/3

E,	A

Dl =					
9:1
2%

=			
;(=>)

2%

równanie	statyki

(utwierdzenie	obustronne)



Obliczanie	naprężeń termicznych

l

E,	A,	l

DT

R=?R

R

Dl

Dl =					
91
2%

=			l 𝑙	∆𝑇		 = 		Dl

odkształcenie	
termiczne

prawo	
Hooke’a



P

S2S1

P

x

y

a aa

Dl

ll, E l, E

f

−𝑆D cos 𝛼 + 𝑆: cos 𝛼 = 0

𝑆D sin 𝛼 + 𝑆: sin 𝛼 − 𝑃 = 0

𝑆D=𝑆:=	
;

	: KLM N

𝜎 =
𝑃/2
𝐴 ≤ 𝜎678=

𝜎QRST
𝑛 =

𝑅S
𝑛

𝑨	 ≥ 	
𝑃	𝑛
2𝑅S

Δ𝑙 =
𝑃

2 sin 𝛼 𝑙
𝐸𝐴

Δ𝑙
𝑓 ≈ sin 𝛼

𝒇 =
Δ𝑙
sin 𝛼 =	

𝑃
2 sin 𝛼 𝑙
𝐸𝐴 sin 𝛼

Wyznaczyć:	A,	f

a a



P

S2S1

P

x

y

a aa a

Dl2

ll,E,A l,E,A
E,A

S3

Dl3

−𝑆D cos 𝛼 + 𝑆: cos 𝛼 = 0
𝑆D sin 𝛼 + 𝑆: sin 𝛼 + 𝑆\ − 𝑃 = 0

𝑆D=𝑆:=S

Dl1=Dl2=Dl= ]1
2%

𝑙s
in
𝛼

Dl3=
]\1 KLM N
2%

Δ𝑙
Δ𝑙3

≈ sin 𝛼

2𝑆	 sin 𝛼 + 𝑆\ − 𝑃 = 0
𝑆 = 𝑆\ sin 𝛼 :

Wyznaczyć:	S1,	S1, S1,	Δ𝑙3



Obliczanie	układów	statycznie	niewyznaczalnych

R2=0
R1=P

R2

P

l
l/2

P	=	R1	+	R2																równanie		statyki

równanie	odkształceń

E,	A

Dl – d =		
9:1
2%

d

Dl < d

P

P

Dl > d

Dl - d

R1=P R2=0

Dl =		
;(=_)

2%

Dl =		
;(=_)

2%
R1



Obliczanie	układów	statycznie	niewyznaczalnych

P	=	R1	+	R2															

Dl – d =		
9:1
2%

R1=P R2=0

Dl =		
;(=_)

2%

Dl =		
;(=_)

2%

R2=0
R1=P

R2

P

l
l/2

E,	A

Dl < d

Dl > d

R1 P

l
l/2

E,	A

E=200` 10b	𝑃𝑎

P=10d	𝑁

P=2,5` 10d	𝑁
𝛿=2` 10gd	𝑚

𝐴=2` 10gd	𝑚:

𝑙=1	𝑚

Dl=1,25` 10gd	𝑚

Dl=3,125` 10gd	𝑚

𝑅D=20500	𝑁
𝑅:=			4500	𝑁



R1=10d	𝑁
R2=0

R2=0
R1=P P

l
l/2

P=10d	𝑁

x

N

+

l

P

l/20

P N=P
P P

N=0

x

s

+

l

P/A

l/20

𝐴=2` 10gd	𝑚:



R2R1 P

l
l/2

P=2,5` 10d	𝑁
𝑅D=20500	𝑁
𝑅:=			4500	𝑁

x

N

+

l

R1
l/2

0

N=R1
P N=P-R1=R2

x

s

+ l

-R2/A
l/2

0

𝐴=2` 10gd	𝑚:
R1

R1

- -R2

-

R1/A



E,	A

P

2P N=P

R=P P

N=P

2P

P

2P

P

E,	2A
l

l

x x

sN

-

+

-P

P
2l

l l

-

+

-P/2A

P/A
2l



l

AR				ER	 AS				ES

skok	śruby	- h

¼ obrotu	nakrętki

obliczyć	naprężenia		
𝜎9	, 	𝜎]



Zbiornik	kulisty

k	6_

d
p	=	𝜋 d	𝛿 𝜎	 𝜎	 =	

8	6
d	m

s

s
s

s

s
p

d



s1

s2

l
d

p
pd

Rura𝑙	𝑑	𝑝 = 2	𝑙	𝛿	𝜎1 𝜎D =	
8	6
:	m

k	6_

d
p	=	𝜋 d	𝛿 𝜎: 𝜎: =	

8	6
d	m

p

s1s1

s2

s2

s1

s1

s2

s2





WYTRZYMAŁOŚĆ		MATERIAŁÓW

ANALIZA	STANU	NAPRĘŻEŃ



s1s1

s2

sa

s2

s1

s2

s2

a
a

n

ta

s1
s

s2

2a
sa

ta

t

𝜎N =	𝜎D	cos2𝛼 +	𝜎:	sin2𝛼

𝜏N	=	
𝜎D − 𝜎:
2 		sin2𝛼

Wyznaczanie	naprężeń w	dowolnym	przekroju	Dane

Wyniki:	𝜏N,	𝜎N



s1
s

s2

2a
sa

ta

t

𝜎N =	𝜎D	cos2𝛼 +	𝜎:	sin2𝛼

𝜏N	=	
𝜎D − 𝜎:
2 		sin2𝛼

sa
tata

-ta

sa+90

sa+180
sa-90

s1

s2

a
s1

s2

-ta



a

a =67,5o

s1 = 
50 ` 	10q	Pa

Klej	loctite – stal:

𝜎dop =	15	` 10q	𝑁/𝑚:

𝜏dop =	25	` 10q	𝑁/𝑚:

s1

s1
s

s2=0
2a

sa

ta

t

Sprawdzić	naprężenia	w	połączeniu

𝜎𝛼 =	7,3	 ` 10q	𝑁/𝑚:

𝜏𝛼 =	17,7	 ` 10q	𝑁/𝑚:

𝜎N =	𝜎D	cos2𝛼 +	𝜎:	sin2𝛼

𝜏N	=	
𝜎D − 𝜎:
2 		sin2𝛼



b

b

D
d P P

s1=0

s2

s2

n

as1

b

a = 90o - b

a



𝜎N =	𝜎D	cos2𝛼 +	𝜎:	sin2𝛼

𝜏N	=	
𝜎D − 𝜎:
2 		sin2𝛼

s1=0

s2

s2

n

s1

sa

ta a

s1=0s2

2a

sa

ta

t



𝑃 =	- 3	` 10s	𝑁

d = 0,006 m

𝑑=	0,3	𝑚

𝜎678 =	50	𝑀𝑃𝑎
𝜏678=	30	𝑀𝑃𝑎

𝐴 = 	𝜋	𝑑	𝛿 =	0,00565	m2

𝜎: =	−53,1 ` 10q	𝑃𝑎

a = 65o

σ𝛼 = 	−48,12 ` 10q	𝑃𝑎	 ≤ 	𝜎678

𝜏𝛼 = 	20,34 ` 10q	𝑃𝑎	 ≤ 	𝜎678

𝜎N =	𝜎D	cos2𝛼 +	𝜎:	sin2𝛼

𝜏N	=	
𝜎D − 𝜎:
2 		sin2𝛼

s1=0
s

s2

2a

sa

ta

t



Wewnątrz	rury	(takiej	jak	w	poprzednim	zadaniu)	panuje	ciśnienie	p.
Obliczyć	naprężenia	w	spoinie.

p

s1

s2

s2

n

s1

sa

ta a



s1

s
s2

2a
sa

ta

t

𝜎N =	𝜎D	cos2𝛼 +	𝜎:	sin2𝛼

𝜏N	=	
𝜎D − 𝜎:
2 		sin2𝛼

0

s1

s2

s2

n

s1

sa
ta a



𝑝=	3	` 10q	𝑃𝑎

d = 0,006 m

𝑑=	0,3	𝑚

𝜎678 =	50	𝑀𝑃𝑎
𝜏678=	30	𝑀𝑃𝑎

𝐴 = 	𝜋	𝑑	𝛿 =	0,00565	m2

a = 65o

σ𝛼 = 44,2 ` 10q	𝑃𝑎	 ≤ 	𝜎678

𝜏𝛼 = 14,2 ` 10q	𝑃𝑎	 ≤ 	𝜎678

𝜎D =	75 ` 10q	𝑃𝑎

𝜎: =	37,5 ` 10q	𝑃𝑎

𝜎D =	
8	6
:	m

𝜎: =	
8	6
d	m

𝜎N =	𝜎D	cos2𝛼 +	𝜎:	sin2𝛼

𝜏N	=	
𝜎D − 𝜎:
2 		sin2𝛼



s1

s2

s3

s

t

= s1 s2 s3> >smax = smin

= s1smax

𝜏wxy =	
z{gz>
:

=	z|}~	gz���
:

s3 s2 s1



s1

s

s2

2asy

t

sx

t

𝜎D,:	=	
z��z�
:

±	 z�gz�
:

:
+ 𝜏:

�

sx

sx

sy

t

t

t

s1

s1

s2

s2

syt

a

-t

tan 2𝛼 =
2𝜏

𝜎y − 𝜎�

Wyznaczanie	naprężeń głównych	Dane

Wyniki



s2a
s1

t

s2

Is1I= Is2I ta

sa=0

𝜎N =	𝜎D	cos2𝛼 +	𝜎:	sin2𝛼

𝜏N	=	
𝜎D − 𝜎:
2 		sin2𝛼

a = 45o

s1s1

s2

s2

a 
= 45o ta

ItaI= Is1I= Is2Isa=0



s2a
s2

t

s1

IsxI= IsyI ta

sa=0

𝜎N =	𝜎D	cos2𝛼 +	𝜎:	sin2𝛼

𝜏N	=	
𝜎D − 𝜎:
2 		sin2𝛼

a = 45o

s1s1

s2

s2

ta

ItI= Is1I= Is2I

tt

t t
2(a+90o)



s
2a

s2

t

s1

ItxI= ItyI=t tx

sx= sy=0

y

x

𝜎D,:	=	
z��z�
:

±	 z�gz�
:

:
+ 𝜏:

�

tan 2𝛼 =
2𝜏

𝜎y − 𝜎�

ty

sx= sy=0

s1= -s2= tx

a = 45o

y

x

45o

s1

s1

s2

s2

tx

tx

ty

ty



WYTRZYMAŁOŚĆ		MATERIAŁÓW

ANALIZA	STANU	ODKSZTAŁCEŃ



𝜀� = 	
𝜎�
𝐸 	−	𝜈

𝜎y
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸

𝜀� = 	
𝜎�
𝐸 	−	𝜈

𝜎y
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸

𝜀y = 	
𝜎y
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸

𝜀y = 	
𝜎y
𝐸

𝜀� = −	𝜈
𝜎y
𝐸

0	 ≤ 	𝜈	 ≤ 0,5

𝛾 = 	
𝜏
𝐺

𝐺 = 	
𝐸

2(1 + 𝜈)

𝜏

𝛾

P P



Liczba	Poissona		𝜈
Guma													0,5
Aluminium				0,33
Miedź													0,33
Stal																		0,3
Żeliwo													0,24
Korek															0

𝜀y = 	
𝜎y
𝐸

𝜀� = −	𝜈
𝜎y
𝐸

0	 ≤ 	𝜈	 ≤ 0,5

P P



𝜀� = 	
𝜎�
𝐸 	−	𝜈

𝜎y
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸

𝜀� = 	
𝜎�
𝐸 	−	𝜈

𝜎y
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸

𝜀y = 	
𝜎y
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸

𝜈 = 0,3

P

𝑙

𝑑=	0,02	𝑚

𝜎678 =	170	𝑀𝑃𝑎

𝑃 =	0,5 ` 10s	𝑁

𝑙=	2	𝑚

𝐸 =	200 ` 10b	𝑃𝑎

Dl = ?

Dd = d 𝜀� =	- 0,0000045	m	=	

- 0,0045	mm	=

- 4,5	𝜇m

𝜀y = 	
z�
2
=	0,0008	

𝜀� = 𝜀� = −	𝜈 z�
2
=	- 0,000225

𝜎y = 	
;
��_
�

=	159	MPa

Dl =  l	𝜀y =	0,0016	m	=
1,6	mm	

Dd = ?

𝑑
P



𝜎	 =	
8	6
d	m

s

s
s

s
s

p

d

d

d=2	m
d=0,01	m
p=2` 10q Pa
E=200` 10b	Pa
n=0,3

∆d=?
∆𝛿=?

𝜀� = 	
𝜎�
𝐸 	−	𝜈

𝜎y
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸

𝜀� = 	
𝜎�
𝐸 	−	𝜈

𝜎y
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸

𝜀y = 	
𝜎y
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸



𝜎	 =	
8	6
d	m

s

s
s

s
s

p

d

d

d=2	m
d=0,01	m
p=2` 10q Pa
E=200` 10b	Pa
n=0,3

∆d=?
∆𝛿=?

𝜀� = 	
𝜎�
𝐸 	−	𝜈

𝜎y
𝐸

𝜀� = 	−	𝜈
𝜎y
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸

𝜀y = 	
𝜎y
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸

sy=s

sx=ssx

sy

z

	𝜎� = 0



𝜎	 =	
8	6
d	m

s

s
s

s
s

p

d

d

d=2	m
d=0,01	m
p=2` 10q Pa
E=200` 10b	Pa
n=0,3

∆d= 𝜀 d=0,07	mm	
∆𝛿=𝜀� 𝛿 = 0,3	𝜇𝑚

𝜀� = 	
𝜎�
𝐸 	−	𝜈

𝜎y
𝐸

𝜀� = 	−	𝜈
𝜎y
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸

𝜀y = 𝜀�= 𝜀

sy=s

sx=ssx

sy

𝜀y = 	
𝜎y
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸



Dd =		l 𝑑	∆𝑇	

D𝑑 ≪ 𝑑

d	
-	D
𝑑

d
d

d

p

p

ps s

𝜀	 = 	
Dd
𝑑 	=l ∆𝑇

𝜀	 = 	
𝜎	
𝐸

𝜎	 = E	l ∆𝑇

𝜎	 =	
8	6
:	m

𝑝	 =	
:	2	�	��	m

6

d ≪ 𝑑

𝑛𝑖𝑒𝑜𝑑𝑘𝑠𝑧𝑡𝑎ł𝑐𝑎𝑙𝑛𝑦



d

𝜎�

𝜎�

𝑛𝑖𝑒 −
𝑜𝑑𝑘𝑠𝑧𝑡𝑎ł𝑐𝑎𝑙𝑛𝑦

𝜎�

𝜎�

𝜀y = 𝜀�= 0

𝜀� = 	
𝜎�
𝐸 	−	𝜈

𝜎y
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸

𝜀� = 	
𝜎�
𝐸 	−	𝜈

𝜎y
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸

𝜀y = 	
𝜎y
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸

𝜎y = 𝜎� = 𝜎

0 = 	
𝜎	
𝐸 	−	𝜈

𝜎	
𝐸 	−	𝜈

𝜎�
𝐸

𝜎 =
𝜈	𝜎�
1 − 𝜈

𝜎	



s

s

-s

t

2a

|𝜏| =	𝜎

ss

s

s

t

t

t

t

𝛼 = 45o
𝜏𝛼 = σ
σ𝛼 = 0

45o

|𝜏| =	𝜎

Czyste	ścinanie
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SKRĘCANIE
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(ŚCISKANIE)

SKRĘCANIE
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ZGINANIE

ŚCINANIE



𝜌

R

𝜏	=	
𝑀¡
𝐽*
r 

𝜏𝑚𝑎𝑥	=	
𝑀¡
𝐽*
R 

	=	
𝑀¡
𝑊*

𝜏𝑚𝑎𝑥

𝜏

𝑊*	=	
𝐽*
𝑅

𝐽*	=	¥𝜌:𝑑𝐴
	

¦
𝐽*	=	

𝜋𝑅d

2 	=	
𝜋𝐷d

32
𝑊*	=	

𝜋𝑅\

2 	=	
𝜋𝐷\

16

𝜑	=	
𝑀¡	𝑙
𝐺	𝐽*

𝜏𝑚𝑎𝑥



𝑟

R

𝜏	=	
𝑀¡
𝐽*
r 

𝜏𝑚𝑎𝑥	=	
𝑀¡
𝐽*
R 

	=	
𝑀¡
𝑊*

𝜏𝑚𝑎𝑥

𝜏

𝑊*	=	
𝐽*
𝑅

𝐽*	=	¥𝜌:𝑑𝐴
	

¦
𝐽*	=	

𝜋(𝐷d−𝑑4)
32

𝑊*	=	
𝜋(𝐷d−𝑑4)
16𝐷

𝜑	=	
𝑀¡	𝑙
𝐺	𝐽*



𝜑

𝜏𝑚𝑎𝑥

𝛾

l

Ms

𝜑	=	
𝑀¡	𝑙
𝐺	𝐽*

𝜏𝑚𝑎𝑥	=	
𝑀¡
𝐽*
R 

𝛾 = 	
𝜏𝑚𝑎𝑥
𝐺

R

𝜑𝑅
𝑙 = 	 𝛾

Ms



h/b

a

b

c

1 1,5 2 3 6 ∞

0,208 0,231 0,246 0,267 0,299 0,333

0,141 0,196 0,229 0,263 0,298 0,333

1,000 0,858 0,796 0,753 0,743 0,743

𝜏𝑚𝑎𝑥	=	
𝑀¡

α	ℎ	𝑏:

𝜏wxyD 	=	𝑐	𝜏𝑚𝑎𝑥

𝜑	=	
𝑀¡	𝑙

	𝐺	𝛽	ℎ	𝑏\

b

h
𝜏𝑚𝑎𝑥

𝜏wxyD



𝑎D
𝑎:

𝑎\

𝛿D

𝛿:

𝛿\
𝜑 =

𝑀¡𝑙
1
3𝐺 ∑𝑎R𝛿R

\�
�

𝜑 =
𝑀¡R𝑙

1
3𝐺𝑎R𝛿R

\
	

𝜏R=	
𝑀¡R

1
3 𝑎R𝛿R

:
	

𝜏R=	
𝑀¡

1
3∑𝑎R𝛿R

\�
�
𝛿R

𝜏wxy=	
𝑀¡

1
3∑𝑎R𝛿R

\�
�

𝛿wxy

𝑀¡ =°𝑀¡R

�

�

𝜑 = 𝜑R



𝜏D,	𝛿D 𝜏:,	𝛿: l

𝜏D 𝛿D= 𝜏: 𝛿:

𝜏	𝛿	 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Ms

𝝉



dMs

𝛿

ds

h

𝝉

𝑑𝑀¡=	𝜏	𝛿 ds	ℎ

𝑑𝐴=	D
:
ℎ	ds

𝑑𝑀¡=	2	𝜏	𝛿 dA

𝑀¡=∫ 2	𝜏	𝛿	dA	=	2	𝜏	𝛿 ∫ dA	
%

	
%

	𝑀¡= 2	𝜏	𝛿	𝐴ś´
dA

𝜏 =
𝑀¡

2𝛿	𝐴ś´
𝜏wxy =

𝑀¡
2𝛿wRQ	𝐴ś´



l

𝜃

𝛾

𝝉

Ms

𝐿 =
1
2𝑀¡	𝜑

𝑑𝐿 =
1
2 𝜏	𝛿	𝑑𝑠	𝛾	𝑙

𝛾 = 	
𝜏
𝐺

𝑀¡𝜑 = 𝑙 ¥𝜏	𝛿	𝛾	𝑑𝑠
	

]

	𝑀¡= 2	𝜏	𝛿	𝐴ś´ 𝜏 =
𝑀¡

2𝛿	𝐴ś´

ds

𝜑 =
𝑀¡	𝑙	
4	𝐺	𝐴ś´:

¥
𝑑𝑠
𝛿(𝑠)

	

]



𝑙

𝐴ś´𝑎d	𝛿d𝑎D	𝛿D

𝑎:	𝛿:

Ms

𝜏wxy =	𝜏d = 	
·¸

:m�%ś¹

𝑎\	𝛿\

𝜑 =
𝑀¡	𝑙	
4	𝐺	𝐴ś´:

¥
𝑑𝑠
𝛿(𝑠)

	

]

∫ 6¡
m(¡)
	
] = 	 x{

m{
	+	x_

m_
+	
x>
m>
+	x�

m�

𝜏D

𝜏:

𝜏\

𝜏d



𝑙

𝑎d	𝛿d𝑎D	𝛿D

𝑎:	𝛿:

Ms

𝑎\	𝛿\

𝜏D

𝜏:

𝜏\

𝜏d

𝜏wxy = 𝜏D =
𝑀¡	𝛿D

1
3 𝑎D	𝛿D\ 	+ 𝑎:	𝛿:\ + 𝑎\	𝛿\\ + 𝑎d	𝛿d\

𝜑 =
𝑀¡	𝑙

1
3 𝑎D	𝛿D\ 	+ 𝑎:	𝛿:\ + 𝑎\	𝛿\\ + 𝑎d	𝛿d\ 𝐺



𝜏D

𝜏:

𝜏\

𝜏d𝜏D

𝜏:

𝜏\

𝜏d



D

d

dśr

𝜏wxy = 	
·¸

:	m	%ś¹
= 11,84	𝑀𝑃𝑎

𝜏wxy = 	
𝑀¡	𝛿	
1
3 𝑎		𝛿	

\
= 515	𝑀𝑃𝑎

𝛿 = 	
𝐷 − 𝑑
2

𝑑ś´ = 	
𝐷 + 𝑑
2

𝐴ś´ = 	
𝜋𝑑ś´:

4

𝑎 = 𝜋𝑑ś´	

𝜏wxy = 	
𝑀¡	16	𝐷

𝜋(𝐷d − 𝑑d) = 12,22	𝑀𝑃𝑎

D	=	0,12		m

d	=	0,112		m

Ms =		=	1000		Nm



M

𝜑𝐵	=	
·	:1
»	¼&

= ·½	\1
»	¼&

𝜏𝑚𝑎𝑥	=	
𝑀¡
𝐽*
R 

Ms2l l

MA MBM

M

𝜑𝐵
MB

M=MA+MB

𝜑𝐵

𝐺,		𝐽* 𝜑𝑀



M
·	:1
»	¼&

= ·½	\1
»	¼&

2l l

MA MB

M=MA+MB

𝐺,		𝐽*

MA= D
\

M

MB = :
\

M

x

Ms

2l0
+

-
3l

D
\

M

-	:
\

M

𝜑𝑀



𝜑𝑀M

2l

x

MA MB

M

𝜑𝐵
MB

𝜑

𝐺,		𝐽*
MA= D

\
M

MB = :
\

M

𝜑𝐵

𝜑𝐵

𝜑𝐵

𝜑𝑀 = 𝜑𝐵 −
1
3𝜑𝐵2l0 3l

𝜑𝐵	=	
𝑀	2𝑙
𝐺	𝐽*

𝜑𝑀 =
4
3
𝑀	𝑙
𝐺	𝐽*

𝜑𝑀

l



WYTRZYMAŁOŚĆ		MATERIAŁÓW

MOMENTY	BEZWŁADNOŚCI	FIGUR	PŁASKICH



y

zCC

z
a

𝑆�=¥𝑦	𝑑𝐴 = 𝑎	𝐴
	

%
Moment	statyczny

Biegunowy	moment
bezwładności

𝐽�=¥𝑦2	𝑑𝐴
	

%

Moment	bezwładności

𝐽*=¥𝜌2	𝑑𝐴
	

%

r dA 𝐽�� =	𝐽�¾�¾ + 𝐴	𝑎𝑏

𝐽��=¥𝑦𝑧	𝑑𝐴
	

¦

Moment	odśrodkowy

zCC

z

y

a

yC

b

𝐽� =	𝐽�¾ + 𝐴	𝑎2

dA

y

y

zCC

z
a

dA

y



b

z
C

h

y

dy

y

𝐽� = 2¥ 𝑏𝑦:𝑑𝑦
¿
:

*

𝐽�=¥𝑦2	𝑑𝐴
	

%

𝑏	𝑑𝑦 = 𝑑𝐴

𝐽� =
𝑏ℎ\

12

z

y

z

y

𝐽� =
𝜋𝑅d

4 =
𝜋𝐷d

64 𝐽� =
𝜋 𝑅d − 𝑟d

4 =
𝜋 𝐷d − 𝑑d

64

R Rr

𝐽� = 𝐽�



𝐽�=¥𝑦2	𝑑𝐴
	

%

		𝐽� =	𝐽�¾ + 𝐴	𝑎2

y

zCC

z
a

dA

y

yc𝑦 = 𝑦À +	a

𝐽�=¥ 𝑦À 	+	a	 2	𝑑𝐴
	

%

𝐽�	=∫ 𝑦À:	𝑑𝐴		
	
% +		2a∫ 𝑦À	𝑑𝐴		+	∫ 𝑎	:	𝑑𝐴	

	
%

	
%

𝐴	𝑎2𝑆�¾ = 0𝐽�¾

Twierdzenie	Steinera



𝐽�=¥𝑦2	𝑑𝐴
	

%
𝐽��=¥𝑦𝑧	𝑑𝐴

	

¦

y

z

tan 2𝛼* =
2𝐽��
𝐽� − 𝐽�

=	
¼��¼Á
:

±	 ¼�g¼Á
:

:
+ 𝐽��:

	�𝐽Â = 𝐽wxy

𝐽Ã = 𝐽wRQ

𝐽�=¥𝑧2	𝑑𝐴
	

%

𝐽ÂÃ=0

u

v

𝛼*
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PROSTE
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SKRĘCANIE
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ŚCINANIE



x

y

z

Mg=M

x

y

z
Mg

T

M

M

P

Mg=Px

P

Mg

T=P

xx

Zginanie	czyste

Zginanie	
z	udziałem	
sił	poprzecznych



Mg

−𝜎wxy

𝜎wxy

x

y

z

𝜎wxy

𝜎wxy

x

y

𝑦wxy

z�Ä�
��Ä�

=	z(�)
�

¥𝑑𝐴	𝜎 𝑦 	𝑦 = 	𝑀Å

	

% 𝜎𝑚𝑎𝑥	=	
𝑀Å
𝐽�

𝑦wxy 

	=	
𝑀Å
𝑊	

𝐽� = ¥𝑦:	𝑑𝐴			

	

%

𝑊	 =
𝐽�

𝑦wxy 

𝜎(y)	=	
𝑀Å
𝐽�
𝑦	 



Mg

M

M

l-x

Mg=M

M

x

l

𝐸, 𝐽�

0

x
l0

T

x

+

𝜎𝑚𝑎𝑥	=	
𝑀Å
𝐽�

𝑦wxy 

	=	
𝑀Å
𝑊	



P 𝑙 − 𝑥 = Mg

P

l-x
xl

𝐸, 𝐽�

0

PT	=	-P

x
l0

T
x

-P

0 l

-

+

Mg
𝜎𝑚𝑎𝑥	=	

𝑀Å
𝐽�

𝑦wxy 

	=	
𝑀Å
𝑊	



Mg

l-x

-0,5q(l-x)2=Mg

l𝐸, 𝐽�0

xl0

T

x

T=

q

q(l-x)

q(l-x)

l0
+

-

x

𝑇 = 	
𝑑𝑀Å
𝑑𝑥

𝑞 = −
𝑑𝑇
𝑑𝑥

𝑇 = −¥ 𝑞	𝑑𝑥
y

*

𝜎𝑚𝑎𝑥	=	
𝑀Å
𝐽�

𝑦wxy 

	=	
𝑀Å
𝑊	



𝜏 𝑦 	𝑏	𝑑𝑥 = ¥ 𝑑𝜎 𝑦 	𝑑𝐴
��Ä�

�

𝑑𝜎 𝑦 =
𝑑𝑀Å	𝑦
𝐽�

𝜎 𝑦 =
𝑀Å	𝑦
𝐽�

𝜏 𝑦 	𝑏	𝑑𝑥 = ¥
𝑑𝑀Å	𝑦
𝐽�

𝑑𝐴
��Ä�

�

𝜏 𝑦 	𝑏	𝑑𝑥 =
𝑑𝑀Å	
𝐽�

¥ 𝑦	𝑑𝐴
��Ä�

�

𝑑𝑀Å
𝑑𝑥 = 𝑇

𝑆�
��Ä� = ¥ 𝑦	𝑑𝐴

��Ä�

�
𝜏 𝑦 	=

𝑇	𝑆�
��Ä�	
𝑏		𝐽�

𝜎 𝑦 +
𝑑𝜎 𝑦 	

x

y
𝑦wxy

𝜏(𝑦)
𝝉(𝑦)

dx

𝜎(𝑦)	



𝑆�
��Ä� =	𝐴�

��Ä� 𝑦À𝜏(𝑦) = 	
𝑇	𝑆�

��Ä�

𝑏�	𝐽�

yc ymax

𝐴�
��Ä�

C

y

y

z

b

y

t

t = 0

tmax
tmax

y

t(y)

h



𝜏wxy = 	
3	𝑇
2	𝐴

𝜏wxy = 	
4	𝑇
3	𝐴

tmax tmax



𝐸𝐽�	𝑦ÈÈ(x)	=	𝑀(𝑥)

1
𝜌 = 𝑦ÈÈ	

∆𝑙/2

ℎ/2
𝛼

𝛼

𝑙

𝜌

∆𝑙
ℎ = 𝛼

∆𝑙
𝑙 =

𝜎wxy
𝐸

x

y

z
ℎ

𝜎wxy =
𝑀	 ℎ2
𝐽�

𝛼	𝜌 = 𝑙/2

1
𝜌 = 	

𝑦ÈÈ

	 1 + 𝑦È : \/:



Mg=M

M

M

l-x
x

0

l

𝑀Å(x)=M=const.

𝑦ÈÈ =	 ·
2¼Á

𝐸, 𝐽�

𝑦È =	 ·
2¼Á

𝑥 + 𝑐D

𝑦	 =	 ·
2¼Á

y_

:
+ 𝑐D𝑥 + 𝑐:

𝑥 = 0: 						𝑦 = 0, 	𝑦È =0
𝑐D = 𝑐: = 0

𝑦	 =	 ·
2¼Á

y_

:

𝑦È = 𝜑=	 ·
2¼Á

𝑥

0

l

𝑥1𝜑1
x

	𝑥1	 =	
·
2¼Á
	1
_

:
𝜑1=	

·
2¼Á

𝑙

y



P 𝑙 − 𝑥 = Mg

P

l-x
x

0

l
𝐸, 𝐽�

𝑦È =	 D
2¼Á

𝑃𝑙𝑥 − 𝑃 y_

:
+ 𝑐D

𝑥 = 0: 						𝑦 = 0, 	𝑦È =0
𝑐D = 𝑐: = 0

0

l

𝑥1𝜑1
x

	𝑥1	 =	
;
2¼Á
	 1
>

\ 𝜑1=	
;
2¼Á

1_

:

P

𝑦ÈÈ	=	 D
2¼Á

𝑃𝑙 − 𝑃𝑥

𝑦	=	 D
2¼Á

𝑃𝑙 y
_

:
− 𝑃 y>

q
+ 𝑐D𝑥 + 𝑐:

𝑦	=	 D
2¼Á

𝑃𝑙 y
_

:
− 𝑃 y>

q

𝑦È = 𝜑 =	 D
2¼Á

𝑃𝑙𝑥 − 𝑃 y_

:

T	=	-P

y



y

l-x

-0,5q(l-x)2=Mg

l𝐸, 𝐽�0

xl0

T=

q

q(l-x)

q(l-x)

x

𝑦È =	g*,sÊ
2¼Á

𝑙:𝑥 − 𝑙𝑥: + y>

\
+ 𝑐D

𝑥 = 0: 						𝑦 = 0, 	𝑦È =0
𝑐D = 𝑐: = 0

𝑦ÈÈ	=	gD
2¼Á

0,5q(l−x)2

𝑦	=	g*,sÊ
2¼Á
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OBLICZENIA	WYTRZYMAŁOŚCIOWE



Powodem,	dla	którego	wykonuje	się	obliczenia	wytrzymałościowe,	jest	

konieczność	uzyskania	odpowiedzi	na	następujące	pytania:

Jaki	jest	stopień	pewności,	że	konstrukcja	o	określonej	strukturze	i	wymiarach,	

zbudowana	z	materiałów	o	znanych	własnościach mechanicznych,	poddana	

określonym	obciążeniom nie	ulegnie	zniszczeniu?

Pytanie	jest	takie	samo	jak	poprzednie,	z	tą	różnicą,	że	nie	są	znane	wymiary	

elementów.	Tego	typu	obliczenia	wykonywane	są	w	trakcie	projektowania	konstrukcji,	

gdzie	dobiera	się	wymiary	konstrukcji	tak,	aby	spełnić	wymagane	warunki	

wytrzymałościowe.	

Obok	obliczeń	wytrzymałościowych	wykonuje	się	obliczenia	sztywnościowe,	oraz	
badanie	stateczności



Aby	konstrukcja	nie	uległa	zniszczeniu,	w	najbardziej	zagrożonym	punkcie	jej	

materiału	musi	być	spełniony	warunek

s < snieb.



Współczynniki	bezpieczeństwa	

Obliczenia	wytrzymałościowe	(podobnie	zresztą	jak	i	obliczenia	sztywnościowe i	

statecznościowe)	muszą	być	wykonywane	z	pewnym	zapasem	bezpieczeństwa,	ponieważ	

prawie	wszystkie	wartości	danych	wejściowych	do	obliczeń	są	obarczone	błędami,	

inaczej	mówiąc,	wartości	te	nigdy	nie	są	całkowicie	pewne.



Brakiem	pełnej	pewności	(czyli	mające	charakter	losowy)	są	obarczone	poniższe	wielkości.

Dane	o	obciążeniach	konstrukcji

Dane	o	mechanicznych	własnościach	materiałów	zastosowanych	w	konstrukcji

Dane	o	wymiarach	konstrukcji

Dane	o	zużyciu	elementów	konstrukcji



W	celu	zapewnienia	odpowiedniego	stopnia	bezpieczeństwa	konstrukcji	stosuje	się	

tzw.	współczynniki	bezpieczeństwa n w	odniesieniu	do	mierników	wytężenia	

materiału.	Wprowadza	się	tzw.	dopuszczalne	wartości	naprężeń w	następujący	sposób:



𝜎678 =



n	=	n1 n2 n3 n4.	n1

n2

n3

n4



n	=	n1 n2 n3 n4.	n1

n2

n3

n4

1,10 =	1,1	x	1,0	x	1,0	x	1,0

2,40 =	1,4	x	1,2	x	1,3	x	1,1

6,12 =	2,0	x	1,5	x	1,7	x	1,2

1,33 =	1,1	x	1,1	x	1,05	x	1,05



Dla	bardziej	złożonych	przypadków	przebiegu	naprężeń,	niż	ma	to	miejsce	w	walcowym	pręcie	

rozciąganym,	nie	wykonuje	się	eksperymentalnych	prób	wytrzymałościowych.	Wyznacza	się	

jedno	naprężenie	

tzw.	naprężenie	zredukowane - sred

które	jest	miernikiem	wytężenia	materiału	w	analogiczny	sposób	jak	w	przypadku	pręta	osiowo	

obciążonego.

redσ =
maxσ −

minσ

redσ =
1

2 1σ −
2σ( )
2
+

1σ −
3σ( )
2
+

2σ −
3σ( )
2

1σ ,
2σ ,

3σ

minσ =min
1σ ,

2σ ,
3σ( )

maxσ =max
1σ ,

2σ ,
3σ( )

- naprężenia	główne

Tresci;			τmax:

Hubera:



Henri	Édouard Tresca
(1814	- 1885)	
Francuski inżynier, profesor paryskiego
Conservatoire National des Arts et Métiers.

Na podstawie doświadczeń Charles'a
Coulomba sformułował hipotezę
wytrzymałościową (nazywaną hipotezą
Coulomba-Treski), w której jako kryterium
wytężenia podał wartość maksymalnego
naprężenia ścinającego.

HIPOTEZY	WYTRZYMAŁOŚCIOWE



Ukończył studia na Wydziale Inżynierii Lwowskiej Szkoły
Politechnicznej w 1895.
Odbył roczne studia uzupełniające na Uniwersytecie w Berlinie..
Od 1908 był profesorem Politechniki Lwowskiej. Był jej rektorem
dwukrotnie.
W 1928 opuścił Lwów i zamieszkał w Warszawie. Pracował jako
kierownik Katedry Mechaniki Politechniki Warszawskiej.
W 1945 zamieszkał w Gdańsku i organizował Politechnikę
Gdańską.
W 1949 zamieszkał w Krakowie i pełnił funkcję kierownika Katedry
Wyższych Zagadnień Mechaniki w AGH.Maksymilian	Tytus	Huber

Właściwa	praca	odkształcenia	jako	miara	wytężenia	materyału,	
Towarzystwo	Politechniczne,	Lwów,	1904

1872	- 1950

HIPOTEZY	WYTRZYMAŁOŚCIOWE

Hipotezę wytrzymałościową (nazywaną hipotezą Hubera), w której jako kryterium
wytężenia przyjął wartość energii odkształcenia postaciowego opublikował w pracy:



Zjawiska	wpływające	na	wytrzymałość







Niekorzystny	wpływ	działania	karbumożna	osłabić,	wprowadzając	odpowiednie	

korekty	w	przebiegu	zmian	poprzecznych	przekrojów	- zmniejszając	gwałtowności	

tych	zmian.	Zabieg	taki	nazywany	jest	„odciążeniem	karbów”.



Obciążenia	dynamiczne

Należy	pamiętać,	że	konstrukcje	podlegają	obciążeniom	nie	tylko	stałym	w	

czasie	(statycznym),	ale	również	obciążeniom	zmiennym	w	czasie	(nazywanym	

obciążeniami	dynamicznymi).



Wytrzymałość	zmęczeniowa
Długotrwałe	obciążenia,	cyklicznie	zmieniające	się	w	czasie,	powodują	

dodatkowe	efekty	osłabiające	wytrzymałość	konstrukcji,	zwane	zmęczeniem	materiału

konstrukcji.









Rm .



. Rm

Im	mniejsza	wartość	średnia	sm
tym	mniejsze	może	być	obciążenie	zmienne	sa





Seria	katastrof:			3	marca	1953,	10	stycznia	1954,	8	kwietnia	1954

De	Havilland Comet,	pierwszy	pasażerski	samolot	odrzutowy


















